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(I) N �UMEROS REALES

Aqu�� no haremos una construcci�on del conjunto de los n�umeros reales solo observaremos algunas de

sus caracter��sticas.

1. Valor absoluto

De�nici�on I.1.

Consideramos un n�umero real x (x 2 IR ). Denominamos valor absoluto dex (lo anotamos jxj) al

n�umero real que cumple: jxj = x si x � 0 y jxj = � x si x � 0.

Por ejemplo: j4j = 4, j � 3j = � (� 3) = 3 y j0j = 0.

Propiedades I.2.

jxj � 0 8 x 2 IR .

jxj = 0 , x = 0.

j� x j = j� j jxj 8 �; x 2 IR .

Desigualdad triangular: jx + yj � j xj + jyj 8 x; y 2 IR .

jjxj � j yjj � j x � yj 8 x; y 2 IR .

jxj = jyj , x = y o x = � y.

jx2j = jxj2 = x2 8 x 2 IR .
�
�
� x

y

�
�
� = jx j

jyj 8 x; y 2 IR; y 6= 0.

� x � j xj � x 8 x 2 IR .

Para r > 0, jxj � r , � r � x � r .

Para r > 0, jxj � r , x � r o x � � r .

jx + 3 j < 4 , � 4 < x + 3 < 4 , � 7 < x < 1.
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2. Conjuntos acotados, ��n�mos y supremos, m��nimos
y m�aximos

De�nici�on I.3.

Sean S � IR , S 6= ; y k 2 IR . Si x � k 8 x 2 S diremos que k es una cota superior deS y

S est�a acotado superiormente.

Es evidente que sik es cota superior deS entonces cualquierk0 = k0 > k es tambi�en una cota superior.

De�nici�on I.4.

Seank y S como en la de�nici�on I.3, diremos que k es un m�aximo de S sii k es cota superior y adem�as

k 2 S (notaci�on k = max(S)).

Ejemplos I.5.

SeaS = f x 2 IR = 0 � x � 1g, S est�a acotado superiormente pork tal que k � 1. Como 1 es

cota superior y adem�as 12 S entonces 1 es m�aximo deS.

Consideramos ahoraT = f x 2 IR = 0 � x < 1g, k ser�a cota superior sii k � 1. En este ejemplo

a diferencia del anterior 1 =2 T por lo cu�al no es m�aximo de T. Pruebe que este conjunto no tiene

m�aximo.

De�nici�on I.6 (Supremo de un conjunto).

Un n�umero k 2 IR se denomina supremo deS (conjunto no vac��o de n�umeros reales), si k es la menor

de las cotas superiores deS, o sea si cumple:

1. k es cota superior (x � k 8 x 2 S)

2. Si k0 es cota superior deS, entoncesk0 � k.

Notaci�on k = sup(S).

Observaci�on I.7.

Si S tiene m�aximo, entonces este m�aximo ser�a el supremo deS (pru�ebelo). El rec��proco no es cierto

es decir un conjunto puede no tener m�aximo y sin embargo s�� tener supremo. En el segundo de los

ejemplos I.5 muestra esto pues 1 es el supremo deT pero no es m�aximo deT.

Propiedades I.8.

Si existe el supremo de un conjunto, es �unico.

Axioma de completitud de los n�umeros reales (axioma del supremo)

Todo conjunto no vac��o de n�umeros reales acotado superiormente tiene supremo. Esto es, dado

S � IR , S 6= ; , 9 k 2 IR = sup(S) = k.
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De manera an�aloga como de�nimos cota superior, m�aximo y supremo se puede de�nir cota inferior,

m��nimo e ��n�mo. Queda a cargo del lector hacerlo y revisar sus propiedades.

Dejamos a continuaci�on un par de propiedades importantes en relaci�on al supremo (el lector podr�a for-

mular propiedades an�alogas para el ��n�mo).

Proposici�on I.9.

Seana y b n�umeros reales tales quea � b+ " 8 " > 0 entoncesa � b.

Demostraci�on:

Supongamos por absurdo queb < a entonces tomando" = a� b
2 se tiene

a � b+ " = b+
a � b

2
=

a + b
2

<
a + a

2
= a

lo cual es absurdo.

L.Q.Q.D.

La siguiente propiedad establece que todo conjunto acotadosuperiormente y por lo tanto con supremo,

contiene elementos tan pr�oximos al supremo como se quiera.

Proposici�on I.10 (Aproximaci�on al supremo) .

Seah 2 IR , h > 0 y S � IR un conjunto de reales entonces:

Si S tiene supremo, entonces9 x 2 S = x > sup(S) � h.

An�alogamente si S tiene ��n�mo, entonces 9 x 2 S = x < sup(S) + h.

Demostraci�on:

Supongamos nuevamente por absurdo quex � sup(S) � h 8 x 2 S, entoncessup(S) � h ser��a cota

superior de S pero comoh > 0, sup(S) � h < sup (S) lo cual es absurdo (habr��a una cota superior

menor que el supremo).

Para el ��n�mo se demuestra de manera an�aloga y se deja como ejercicio al lector.

L.Q.Q.D.
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3. Intervalos de n�umeros reales

De�niciones I.11.

Dados dos n�umeros reales,a; b2 IR con a < b, llamamos:

Intervalo abierto al conjunto (a; b) = f x 2 IR = a < x < b g.

Intervalo cerrado al conjunto [a; b] = f x 2 IR = a � x � bg.

Intervalo semiabierto derechoal conjunto [a; b) = f x 2 IR = a � x < bg.

Intervalo semiabierto izquierdo al conjunto (a; b] = f x 2 IR = a < x � bg.

La siguiente �gura (1) muestra la representaci�on usual de los reales en la recta y se indican los distintos

tipos de intervalos.
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Figura 1: Intervalos en los reales

La siguiente �gura (Figura 2) muestra casos particulares o si se quiere l��mites de intervalos que por

su interpretaci�on geom�etrica los llamamos semirrectas.
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Figura 2: Semirrectas en los reales
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(II) FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE

1. Propiedades generales

De�nici�on II.1 (Funci�on real de una variable).

f : I ! B es una funci�on sii

f � I � B ^ 8 x 2 I ; 9 y 2 B tal que (x; y) 2 f ^ si (x; y) 2 f ^ (x; z) 2 f ) y = z

El conjunto I recibe el nombre de dominioy lo notamos D(f ) o Dom(f ). En el caso que estamos

estudiando ser�a I � IR y en general un intervalo.

El conjunto B recibe el nombre de codominioy lo notamos Cod(f ).

Escribimos y = f (x) sii x f y sii (x; y) 2 f y en este caso decimos quey es la imagen dex, o que

x es la preimagen dey.

De�nici�on II.2 (Recorrido o Imagen de una funci�on).

Dada la funci�on f : I ! B de�nimos el recorrido o conjunto imagencomo el conjunto de los elementos

de B que son imagen de alg�un elemento deI . Lo notamos R(f ) o Rec(f ) o f (I ).

De�nici�on II.3 (Funci�on inyectiva) .

Decimos que la funci�on f : I ! B es inyectiva sii

8 x1; x2 2 I x 1 6= x2 ) f (x1) 6= f (x2)

o lo que es equivalqente

8 x1; x2 2 I f (x1) = f (x2) ) x1 = x2

De�nici�on II.4 (Funci�on sobreyectiva) .

Decimos que la funci�on f : I ! B es sobreyectivasii B = R(f ) o sea si el recorrido de la funci�on

coincide con el codominio.

De�nici�on II.5 (Funci�on biyectiva) .

Decimos que la funci�on f : I ! B es biyectiva sii es inyectiva y sobreyectiva.

En este caso la relaci�on es \uno a uno" y ambos conjuntos, dominio y recorrido tienen el mismo

cardinal (la misma cantidad de elementos si estuvi�eramos hablando de conjuntos �nitos).
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De�nici�on II.6 (Relaci�on y funci�on inversa) .

Sea f : I ! B una relaci�on. Llamamos relaci�on inversa de f (y la notamos f � 1) a la relaci�on:

f � 1 : B ! I tal que f � 1 = f (y; x) = (x; y) 2 f g.

Cabe preguntarnos sif es una funci�on, f � 1 lo ser�a?. El siguiente teorema responde esta pregunta.

Teorema II.7 (Una condici�on necesaria y su�ciente de invertibilidad) .

f es una funci�on biyectiva si y solo si f � 1 es una funcin, y en este casof � 1 es biyectiva.

Observaci�on II.8 (Gr�a�co de una funci�on invertible y su inversa) .

Figura 3: Gr�a�co de una funci�on invertible y su inversa

La �gura (Figura 3) muestra una funci�on f : I ! J invertible y su inversa g = f � 1, donde los respec-

tivos dominios de cada una sonI = [ � 6; 6] y J = [ � 6; 2].

Los gr�a�cos que representan af y g son sim�etricos con respecto a la primera diagonal del primer y

tercer cuadrante, es decir la recta de ecuaci�ony = x. En efecto, esta simetr��a transforma un punto

cualquiera M = ( x; y) en un punto M 0 = ( y; x). M pertenece a la curva gr�a�co de f si y solo siM 0

pertenece a la deg.
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De�nici�on II.9 (Funci�on compuesta).

Dadas las funcionesf : I ! B y f : J ! C, tales que R(f ) � J , de�nimos la siguiente funci�on:

g � f : I ! C tal que g � f (x) = g(f (x)) 8 x 2 I .

La siguiente �gura (Figura 4) muestra a trav�es de diagramas de Venn esta de�nici�on.

Figura 4: Diagramas de Venn correspondientes a la funci�on compuesta

2. Las funciones m�as usuales

Solo mencionaremos las funciones m�as usuales e indicaremos algunas de sus propiedades.

2.1. Funciones trigonom�etricas

Funci�on seno: sen(x), R(sen) = [ � 1; 1], funci�on peri�odica de per��odo 2 � .

La siguiente �gura (Figura 5) muestra el gr�a�co de la funci�on.

Les recomiendo consultar este link:

http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/fu n2/applet b sincostan.html
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Figura 5: Gr�a�co de la funci�on seno

Funci�on coseno: cos(x), R(cos) = [ � 1; 1], funci�on peri�odica de per��odo 2 � .

La siguiente �gura (Figura 6) muestra el gr�a�co de la funci�on.

Figura 6: Gr�a�co de la funci�on coseno

Funci�on tangente : tg(x) = sen(x)
cos(x) , R(tg) = IR , funci�on peri�odica de per��odo � , no est�a de�nida para

los valores �
2 + k � con k 2 ZZ .

La siguiente �gura (Figura 7) muestra el gr�a�co de la funci�on.

Material de Conocimientos Previos, Funciones Reales Hoja 1 2 de 48



Figura 7: Gr�a�co de la funci�on tangente

Propiedades II.10 (Algunas f�ormulas trigonom�etricas) .

1. cos2(x) + sen2(x) = 1 8 x 2 IR .

2. 1 + tg2(x) = 1
cos2(x) 8 x 2 IR � f �

2 + k � = k 2 ZZ g.

3. cos
�
x � �

2

�
= sen(x) 8 x 2 IR .

4. cos(� x) = cos(x) 8 x 2 IR .

5. sen(� x) = � sen(x) 8 x 2 IR .

6. cos(x + y) = cos(x)cos(y) � sen(x)sen(y) 8 x; y 2 IR .

7. Algunos valores:

�angulo 0o = 0 rad. 30o = �
6 rad. 45o = �

4 rad. 60o = �
3 rad. 90o = �

2 rad.

sen
p

0
2 = 0

p
1

2 = 1
2

p
2

2 = 1p
2

p
3

2

p
4

2 = 1

cos
p

4
2 = 1

p
3

2

p
2

2 = 1p
2

p
1

2 = 1
2

p
0

2 = 0

tg 0 1p
3

1
p

3 + 1

2.2. Funciones polin�omicas

Se denomina funci�on polin�omica a una funci�on cuya expresi�on puede escribirse de la siguiente forma:

p(x) = anxn + an� 1xn� 1 + ::: + a2x2 + a1x + a0

donde losai son constantes reales. Llamamos grado del polinomio an, con an 6= 0.

En las siguientes �guras se muestran gr�a�cos para distintas situaciones.
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Figura 8: Gr�a�cos de polinomios de grado 0

Figura 9: Gr�a�cos de polinomios de grado 1
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Figura 10: Gr�a�cos de polinomios de grado 2

Figura 11: Gr�a�cos de polinomios de grado 3 y 4

2.3. Exponenciales y Logaritmos

Funci�on exponencial: ex o exp(x), R(exp) = (0 ; + 1 ), funci�on de�nida para todos los reales.
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Existen otras exponenciales (varian la base, siempre reales positivos), en particular las de bases menores

que 1 son cualitativamente diferentes.

En las siguientes �guras se muestran gr�a�cos para distintas situaciones.

Figura 12: Gr�a�co de exponencial de base mayor que 1

Figura 13: Gr�a�co de exponencial de base menor que 1

Funci�on logaritmo : L (x) o log(x) (utilizaremos solamente el logaritmo neperiano, logaritmo en base

e), R(L ) = IR , funci�on de�nida para todos los reales positivos.
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Lo de�nimos mediante: L (x) = y , ey = x.

En las siguientes �guras se muestran gr�a�cos para distintas situaciones. Observando que la funci�on

logaritmo resulta funci�on inversa de la funci�on exponencial establezca coherencia entre los gr�a�cos.

Figura 14: Gr�a�cos de logaritmos

Propiedades II.11 (Algunas propiedades de la exponencial y el logaritmo neperiano).

1. ex > 0 8 x 2 IR , e0 = 1.

2. ex+ y = exey 8 x; y 2 IR .

3. (ex )2 = e2x 8 x 2 IR .

4. L (x) � 0 8 x 2 [1; + 1 ) y L(x) � 0 8 x 2 (0; 1], L (1) = 0.

5. L (xy) = L(x) + L(y) 8 x; y 2 (0; + 1 ).

6. L (x � ) = � L (x) 8 x 2 (0; + 1 ).
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(III) CONTINUIDAD

Trabajamos en este cap��tulo con funciones de una variable yvalores enIR , f : I � IR ! IR (llamare-

mos indistintamente I o D al dominio de f ).

1. L��mites y continuidad

1.1. Punto de acumulaci�on de un conjunto

De�nici�on III.1 (Punto de acumulaci�on) .

SeaS � IR y x 2 IR (x no tiene porque pertenecer aS), x es punto de acumulaci�on deS si y solo si

todo entorno de x contiene alg�un punto de S distinto de x.

Ejemplos III.2.

El conjunto de puntos de acumulaci�on del intervalo cerrado[a; b] es el intervalo [a; b] (cerrado).

El conjunto de puntos de acumulaci�on del intervalo abierto (a; b) es el intervalo [a; b] (cerrado).

1.2. L��mites en un punto y en el in�nito

Intuitivamente, el l��mite de f (x) con x ! a es el valor al cual se acercaf (x) cuando x se acerca

a a. Para que esto pueda tener sentido,x debe poder acercarse aa en puntos del dominio de f .

Formalicemos la de�nici�on.

De�nici�on III.3.

Seanf : I � IR ! IR , a un punto de acumulaci�on de D y L 2 IR . Entonces

lim
x! a

f (x) = L , 8 " > 0; 9 � > 0 tal que si

(
jx � aj < �

x 2 D ; x 6= a

)

) j f (x) � L j < " ,

, 8 E(L; " ) ; 9 E � (a; � ) = f (E � (a; � ) \ D ) � E(L; " )

En la siguiente �gura (Figura 15) se representa esta de�nici�on.
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Figura 15: Representaci�on de la de�nici�on de l��mite

Tambi�en

lim
x! a

f (x) = + 1 , 8 H 2 IR ; 9 � > 0 tal que si

(
jx � aj < �

x 2 D ; x 6= a

)

) f (x) > H

En la siguiente �gura (Figura 16) se representa esta de�nici�on.

Figura 16: Representaci�on de la de�nici�on de l��mite

Si I no est�a acotado superiormente podemos de�nir

lim
x! + 1

f (x) = L , 8 " > 0; 9 x0 2 IR tal que si

(
x > x 0

x 2 D

)

) j f (x) � L j < "
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Les recomendamos consultar este link:

http://www.lemat.unican.es/lemat/proyecto lemat/funciones/nivel1/teoria/funciones15.htm

Observaci�on III.4.

Si a 2 D , el valor de la funci�on en a no interviene en la de�nici�on del l��mite (interesa lo que o curre

\al acercarse" a a, no en el propioa). La �gura ((Figura 18)) muestra distintas situaciones (pa ra su

mejor comprensi�on es bueno tener las de�niciones de l��mites laterales que veremos m�as adelante).

Observaci�on III.5.

En forma similar se de�nen lim
x! a

f (x) = �1 , lim
x!�1

f (x) = L , lim
x!�1

f (x) = + 1 , etc.

Ejercicio III.1.

Observar la gr�a�ca de la funci�on f (x) (Figura 17) y calcular los l��mites indicados.

Figura 17: Funci�on f (x) del ejercicio III.1

Observaci�on III.6 (Equivalentes).

Recordemos el concepto de equivalentes:
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Si f (x) y g(x) tienen ambas l��mite 0 o 1 , con x ! a, se dicen equivalentes conx ! a cuando

lim
x! a

f (x)
g(x) = 1.

1.3. L��mites laterales

La funci�on f (x) =

(
1 si x � 0

0 si x < 0
claramente no tiene l��mite cuando x ! 0, pero si cuandox se

acerca a 0 por la derecha (por valores mayores que 0) o por la izquierda (por valores menores que 0).

Esto nos lleva a de�nir:

De�nici�on III.7.

Diremos que el l��mite por la derecha def (x) cuando x ! a esL si:

lim
x! a+

f (x) = L , 8 " > 0; 9 � > 0 = si x 2 (a; a + � ) \ D se tiene jf (x) � L j < "

Diremos que el l��mite por la izquierda de f (x) cuando x ! a esL si:

lim
x! a�

f (x) = L , 8 " > 0; 9 � > 0 = si x 2 (a � delta; a) \ D se tiene jf (x) � L j < "

En el ejemplo, lim
x! 0+

f (x) = 1 y lim
x! 0�

f (x) = 0.

Se de�nen an�alogamente l��mites laterales in�nitos.

En la siguiente �gura (Figura 18) se representan algunos casos.

Figura 18: L��mites laterales y valor funcional en el punto
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Propiedades III.8 (Algunas propiedades de los l��mites).

1. Si lim
x! a

f (x) = l1 y lim
x! a

g(x) = l2, entonceslim
x! a

[f (x) + g(x)] = l1 + l2.

2. Si lim
x! a

f (x) = l1 y lim
x! a

g(x) = + 1 , entonceslim
x! a

[f (x) + g(x)] = + 1 .

3. Si lim
x! a

f (x) = l1 y lim
x! a

g(x) = l2, entonceslim
x! a

[f (x)g(x)] = l1 � l2.

4. Si lim
x! a

f (x) = l1 > 0 y lim
x! a

g(x) = 0 + , entonceslim
x! a

[ f (x)
g(x) ] = + 1 .

5. L��mite de la funci�on compuesta : Si lim
x! a

f (x) = b y lim
x! b

g(x) = l , entonces

lim
x! a

g � f (x) = lim
x! a

g(f (x)) = l .

Observaci�on III.9 (Indeterminaciones).

Hemos recordado propiedades de los l��mites que nos permiten, en algunos casos, determinar el l��mite

de un producto o de una suma simplemente conociendo los l��mites de las funciones que intervienen.

En otros caso encontrar el l��mite no se realiza directamente (nos referimos a aplicar alguna de la

propiedades anteriores) sino que debemos \calcularlos". Estos casos denominados l��mites indeterminados

(antes de calcularlos) son:

1 � 1
0
0

1
1

0 � 1 00 1 0 11

Veamos algunas herramientas que nos permiten entre otras cosas levantar alguna de las indetermina-

ciones anteriores.

Comparaci�on de in�nitos

Si lim
x! a

f (x) = 1 y lim
x! a

g(x) = 1 (f (x) y g(x) son dos in�nitos en a), decimos:

� que f (x) y g(x) tienen el mismo ordensii lim
x! a

f (x)
g(x) = k 6= 0.

� que el orden def (x) es mayor que el orden deg(x) sii lim
x! a

f (x)
g(x) = 1 .

� que el orden def (x) es menor que el orden deg(x) sii lim
x! a

f (x)
g(x) = 0.

� que no son comparablescuando no existelim
x! a

f (x)
g(x) .

Los siguientes son los llamados �ordenes de in�nitos b�asicos (logar��tmico, potencial, exponencial

y potencial-exponencial en orden de aparici�on) y las desigualdades siguientes se cumplen parax

tendiendo a in�nito:

orden[L (x)] < orden [x � ] < orden [ex ] < orden [xx ]

Propiedades III.10 (Utilizaci�on de los �ordenes de in�nito) .

1. Una suma de in�nitos es equivalente al in�nito de mayor orden.
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2. Puede sustituirse un factor de un producto por otro equivalente.

3. Puede sustituirse en un cociente el numerador o el denominador por su equivalente.

Ejemplo III.11.

Calcular lim
x! 0+

(L (x))2 � (x � 1)2

x .

Este es un l��mite indeterminado del tipo 1 � 1 . Para levantar esta indeterminaci�on o sea para

hallar el l��mite aplicamos �ordenes de in�nitos:

Como orden
h

(x � 1)2

x

i
= orden[x] > orden [(L (x))2], se deduce quelim

x! 0+
(L (x))2 � (x � 1)2

x = �1 .

Otra herramienta que podemos utilizar para el c�alculo de l��mites son los llamados l��mites tipo,

algunos de ellos son:

lim
x! + 1

�
1 +

1
x

� x

= e lim
x! 0

(1 + x)
1
x = e lim

x! 0

L(1 + x)
x

= 1 lim
x! 0

ex � 1
x

= 1

lim
x! 0

sen(x)
x

= 1 lim
x! 0

1 � cos(x)
x2 =

1
2

lim
x! 0

tg(x)
x

= 1 lim
x! 0

(1 + x)m � 1
x

= m

De los l��mites tipo anteriores se deducen las siguientes equivalencias:

L (1 + x) � x cuando x ! 0 L(x) � x � 1 cuando x ! 1 ex � 1 � x cuando x ! 0

sen(x) � x cuando x ! 0 1� cos(x) �
1
2

x2 cuando x ! 0

tg(x) � x cuando x ! 0 (1 + x)m � 1 � m x cuando x ! 0

Ejercicio III.2.

Calcular los siguientes l��mites:

lim
x!�1

(x2 + 1) 2 � 3x2 + 3
x3 � 5

lim
x! + 1

[
p

x2 + 3 �
p

x2 + x] lim
x! + 1

x7 + x5 + x3
� 1

2

� x

lim
x! + 1

L(x8 � 5)
x2 lim

x! 0

(1 + x)2 � 1
x

lim
x! 3

x2 � 9
x2 � 5x + 6

lim
x! + 1

�
1 �

2
3x

�

lim
x! 0

sen(3x) + tg(2x)
2x

lim
x! 0

1 + sen(x) � cos(x)
x

1.4. Continuidad

El concepto de continuidad de una funci�on responde a la ideade que �esta no var��a bruscamente, en

otras palabras si a 2 D y x se acerca aa, la funci�on debe ser tal que f (x) se acerque af (a). La

siguiente de�nici�on formaliza estas ideas:
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De�nici�on III.12.

Si a 2 D , a punto de acumulaci�on de D, f (x) es continua ena sii

8 " > 0; 9 � > 0 =

(
jx � aj < �

x 2 D

)

) j f (x) � f (a)j < " ,

, 8 E(f (a); " ) ; 9E(a; � ) = f (E(a; � ) \ D ) � E(f (a); " )

f es continua (enD) sii es continua ena 8 a 2 D.

Observaci�on III.13.

La de�nici�on anterior equivale a pedir lim
x! a

f (x) = f (a). As�� el concepto de continuidad y el de l��mite

van de la mano.

Observaci�on III.14.

En primer lugar, los polinomios son funciones continuas en todos los puntos y las funciones racionales

(cocientes de polinomios) lo son en todos los puntos que no sean ra��ces del denominador. Esto es

consecuencia de las propiedades algebraicas de los l��mites.

La funci�on f : (0; + 1 ) ! IR = f (x) =
p

x es continua8 x � 0.

Se puede ver tambi�en (no lo haremos aqu��) que las funcionesx � , ex , log(x), sen(x), cos(x) son con-

tinuas en sus respectivos dominios.

Por otra parte, la composici�on de funciones continuas es continua, como surge de la siguiente proposi-

ci�on.

Proposici�on III.15.

Si f : D ! IR es continua ena 2 D y g : D 0 ! IR con f (D ) � D 0 es continua enb = f (a), entonces

g � f : D ! IR es continua ena.

Ejemplo III.16.

esen(
p

x) es continua enx � 0.

2. Teoremas para funciones continuas en un intervalo

Teorema III.17 (Bolzano).

Si f es continua en [a; b] y f (a) y f (b) son de distinto signo, entonces existec 2 (a; b) tal que f (c) = 0.
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Figura 19: Representaci�on del Teorema de Bolzano

Ejemplo III.18.

Comprobar que la ecuaci�onx3 + x � 1 = 0 tiene al menos una soluci�on real en el intervalo [0; 1].

Consideramos la funci�on f (x) = x3 + x � 1, que es continua en [0; 1] por ser polin�omica. Estudiamos

el signo en los extremos del intervalo:f (0) = � 1 < 0 y f (1) = 1 > 0.

Como los signos son distintos se cumple el teorema de Bolzano, por tanto existe un c 2 (0; 1) tal que

f (c) = 0. Lo que demuestra que la ecuaci�on tiene una soluci�on enese intervalo.

Ejemplo III.19.

Demuostrar que el gr�a�co de la funci�on f (x) = x2 � 4x + 2 corta al eje de las abscisas en el intervalo

[0; 2]. >Se puede decir lo mismo de la funci�on:g(x) = 2x� 3
x� 1 ?.

La primera funci�on es continua en todo IR . f (0) = 2 > 0 y f (2) = � 2 < 0, aplicando el teorema

de Bolzano, existe al menos unc que pertenece al intervalo (0; 2) tal que f (c) = 0 y por lo tanto su

gr�a�co corta al eje de abscisas.

No podemos a�rmar lo mismo de la segunda funci�on ya que no es continua en x = 1, no podemos

aplicar el teorema y por lo tanto hasta aqu�� no podemos a�rmar nada (puede que s�� y puede que

no). Si estudiamos un poco m�as la funci�on observamos queg(x) = 0 , x = 3
2 2 [0; 2] por lo que la

respuesta es a�rmativa.

Corolario III.20 (Teorema de los valores intermedios o Teorema de Darboux).

Si f es continua en [a; b] y � es un valor intermedio entref (a) y f (b) ( f (a) < � < f (b) o

f (b) < � < f (a), seg�un el caso), entonces, existec 2 (a; b) tal que f (c) = � .
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Figura 20: Representaci�on del Teorema de Darboux o de los valores intermedios

Demostraci�on:

Si g(x) = f (x) � � , g est�a en las hip�otesis del teorema III.17 y por lo tanto se deduce que

9 c 2 (a; b) = g(c) = 0, o sea f (c) = � .

L.Q.Q.D.

Teorema III.21 (Teorema de Weierstrass).

Si f : [a; b] ! IR es continua [a; b], entoncesf tiene m�aximo y m��nimo en [ a; b], o sea

9 m; M 2 IR = m � f (x) � M 8 x 2 [a; b], siendom = f (xm ) y M = f (xM ) con xm ; xM 2 [a; b].

Figura 21: Representaci�on del Teorema de Weierstrass
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Observaci�on III.22.

El teorema de Weierstrass no nos indica d�onde se encuentra el m�aximo ni el m��nimo, solo a�rma que

existen.

Ejercicio III.3.

1. Dar un ejemplo def continua en (a; b] y no acotada en ese dominio.

2. Si f es continua en (a; b] y lim
x! a+

f (x) = + 1 , probar que f tiene m��nimo en ( a; b].
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(IV) DERIVADA

1. De�nici�on y primeras propiedades

La noci�on de derivada responde a la idea de \la velocidad conque cambia la funci�on f (x)".

En un intervalo, esta velocidad (velocidad media) puede expresarse por la raz�on:

� f
� x

=
f (x) � f (a)

x � a
(cociente incremental)

Si buscamos una versi�on local, es decir la velocidad con queest�a variando f (x) en el punto a, lo natural

es tomar l��mite con x ! a.

Geom�etricamente, esto equivale a considerar la pendientede la recta por los puntosP = ( a; f (a)) y

Q = ( x; f (x)) y al tomar l��mite, si �este existe, obtener la pendiente d e la recta r , tangente en el punto

P (ver la Figura 22).

Figura 22: De�nici�on de derivada

Llegamos a la siguiente de�nici�on:

De�nici�on IV.1.

Seaf : D (� R) ! R funci�on real y a tal que existe E(a; r ) � D .

f es derivable ena sii existe lim
x! a

f (x)� f (a)
x� a .
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En ese caso, al l��mite se le llama derivadade f en el punto a y se lo denotaf 0(a) o tambi�en df
dx (a).

Les recomendamos consultar este link:

http://www.ies.co.jp/math/products/calc/applets/lim sec/limsec.html

Observaci�on IV.2 (Toda funci�on derivable es continua).

Una consecuencia inmediata de la de�nici�on es que toda funci�on derivable es continua. En efecto,

lim
x! a

f (x) � f (a)
x � a

= f 0(a) ) lim
x! a

(f (x) � f (a)) = 0 ) lim
x! a

f (x) = f (a)

De hecho, la derivabilidad es una condici�on m�as exigente que la continuidad, como lo muestra el ejem-

plo f (x) = jxj en el punto x = 0.

En ese caso,f (x)� f (0)
x� 0 = jx j

x = sgn(x) que no tiene l��mite en x = 0. La funci�on valor absoluto de x es

continua pero no derivable dejando en claro que el rec��proco no es cierto.

Ejemplo IV.3.

f (x) = ex , ex � ea

x� a = ea
�

ex � a � 1
x� a

�
�!
x! a

ea y por lo tanto f 0(a) = ea.

La funci�on exponencial tiene derivada en cualquier punto y (ex )0 = ex . En forma similar se puede

probar: (x � )0 = � x � � 1 ; (log (jxj)) 0 = 1
x ; (sen(x))0 = cos(x) ; (cos(x))0 = � sen(x).

Proposici�on IV.4.

Si f y g son derivables ena, tambi�en lo son f + g, f � g, fg y f
g si g(a) 6= 0, y se cumple:

(i ) ( f � g)0 = f 0� g0

(ii ) ( fg )0 = f 0g + fg 0 en particular: (kf )0 = kf 0 si k 2 IR; constante

(iii )
�

f
g

� 0

=
f 0g � fg 0

g2

Demostraci�on:

Veamos por ejemplo (ii ), las otras son similares.

f (x)g(x) � f (a)g(a) = ( f (x) � f (a)) g(x) + f (a) (g(x) � g(a)) )

)
f (x)g(x) � f (a)g(a)

x � a
=

�
f (x) � f (a)

x � a

�
g(x) + f (a)

�
g(x) � g(a)

x � a

�

Tomando l��mite con x ! a, el segundo miembro tiende af 0(a)g(a) + f (a)g0(a).

L.Q.Q.D.
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Teorema IV.5 (Derivada de la funci�on compuesta (Regla de la Cadena)).

Si f es derivable ena y g es derivable enb = f (a), entoncesg � f es derivable ena y

(g � f )0(a) = g0(b) f 0(a)

Demostraci�on:

Una primera aproximaci�on a la prueba es la siguiente:

g(f (x)) � g (f (a))
x � a

=
�

g (f (x)) � g (f (a))
f (x) � f (a)

� �
f (x) � f (a)

x � a

�

Cuando x ! a, f (x) ! f (a) y los dos factores del segundo miembro tienden respectivamente a g0(b)

y f 0(a).

Un inconveniente para que esta fuese la demostraci�on correcta es quef (x) � f (a) podr��a anularse para

x arbitrariamente cerca de a, en el casof 0(a) = 0. Modi�quemos el argumento anterior para que el

casof 0(a) = 0 quede incluido.

Sea" (y) = g(y)� g(b)
y� b � g0(b), de�nido para y en un entorno reducido deb.

Por de�nici�on de derivada, lim
y! b

" (y) = 0.

Si de�nimos " (b) = 0, " (y) es continua enb y la igualdad g(y) � g (b) = ( y � b) (g0(b) + " (y)) vale

para y en un entorno deb, incluso en el puntob.

Ponemosy = f (x), y dividimos por x � a:

g (f (x)) � g (f (a))
x � a

=
�

f (x) � f (a)
x � a

�
�
g0(b) + " (f (x))

�

Tomando l��mite con x ! a, se prueba la tesis.

L.Q.Q.D.

Deducimos del teorema que (g � f )0(x) = g0(f (x)) f 0(x), lo cual resulta �util para el c�alculo de

derivadas.

Ejemplo IV.6.

�
esen(x)

� 0
= esen(x)cos(x).
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Observaci�on IV.7 (Tabla de derivadas).

A continuaci�on dejamos una tabla con las derivadas de funciones elementales. Con las propiedades

vistas pueden calcularse derivadas de funciones m�as complicadas.

Funci�on f (x) Derivada f 0(x)

cte 0

x 1

x2 2x

x3 3x2

p
x 1

2
p

x

xn n 2 IR � f 0g nxn� 1

ex ex

L(x) 1
x

sen(x) cos(x)

cos(x) � sen(x)

tg(x) 1 + tg2(x) = 1
cos2(x)

Ejercicio IV.1.

Hallar la funci�on derivada f 0(x), de las siguientes funciones:

i ) f (x) = (3 x2 � 1)(5x + 2) ii ) f (x) =
2x � 5x2 + x3

(2x � 8)(3x � 4)
iii ) f (x) =

p
1 � x +

p
1 + x

iv ) f (x) =
p

2x + 3
p

x �
1
x

v) f (x) = L
�

1 � x
1 + x

�
vi ) f (x) = sen

�
4
x

�

vii ) f (x) = e2x2
� ex � 2 viii ) f (x) =

�
L

�
7x2 +

3
8

x � 1 + 7x � 2 + 3
�� 7

ix ) f (x) = x2ex (x + 1) 5 x) f (x) = L
� p

x2 + 1
�

2. Teoremas para funciones derivables

2.1. Extremos relativos y derivadas

De�nici�on IV.8.

f tiene un m�aximo relativo en el punto a sii existe un entorno E(a; � ) en el dominio de f , tal que

f (x) � f (a) 8 x 2 E(a; � ).

f tiene un m��nimo relativo en el punto a sii existe un entorno E(a; � ) en el dominio de f , tal que

f (x) � f (a) 8 x 2 E(a; � ).

Si se da alguno de los dos casos decimos quef tiene un extremo relativo en el punto a.
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Ejemplo IV.9.

Sea la funci�on f de�nida en un intervalo [ c; d], cuya representaci�on gr�a�ca es la siguiente (Figura 23):

Figura 23: Funci�on del ejemplo IV.9

Puede verse quef (x1) es un m�aximo relativo y f (x3) es un m�aximo relativo (y el m�aximo absoluto)

de la funci�on en [c; d]. An�alogamente, f (x4) es un valor m��nimo relativo y f (x2) es un m��nimo relativo

(y el m��nimo absoluto) de la funci�on en [ c; d].

Ejemplo IV.10.

f (x) = jxj tiene un m��nimo relativo en x = 0.

Proposici�on IV.11 (Condici�on necesaria de extremo relativo).

Si f tiene un extremo relativo en el punto a y es derivable ena, entoncesf 0(a) = 0.

Demostraci�on:

Supongamos quef 0(a) > 0 ) para x en un entorno E(a; � ), se cumple f (x)� f (a)
x� a > 0 o seaf (x) � f (a)

tiene el mismo signo quex � a.

Por lo tanto,

f (x) > f (a) si x 2 (a; a + � )

y

f (x) < f (a) si x 2 (a � �; a )
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y resultar��a que a no es extremo relativo.

En forma similar se descartaf 0(a) < 0 y concluimosf 0(a) = 0, la tesis.

L.Q.Q.D.

Ejercicio IV.2.

Realizar el ejercicio indicado en esta direcci�on:

http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/di �1/di�1.html

Observaci�on IV.12.

La condici�on f 0(a) = 0 no alcanza para asegurar quef tiene extremo relativo en a, como lo muestra

el ejemplo f (x) = x3 en el punto x = 0.

Figura 24: Funci�on de la observaci�on IV.12

Teorema IV.13 (Teorema de Rolle).

Si f continua en [a; b], derivable en (a; b) y f (b) = f (a), entonces existec 2 (a; b) tal que f 0(c) = 0.

La interpretaci�on gr�a�ca del teorema de Rolle nos dice que hay un punto en el que la tangente es

paralela al eje de abscisas (observar la Figura 25, >se animaa realizar otras representaciones?, >es

�unico el c resultante del teorema?, >puede no corresponder a un extremo relativo?).
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Figura 25: Interpretaci�on gr�a�ca del teorema de Rolle

Demostraci�on:

Por el teorema III.21 (Weierstrass), existen m�aximo M y m��nimo m de f en [a; b].

Si ambos ocurren en los extremosa y b del intervalo, como f (a) = f (b) tendr��amos m = M y por

tanto f ser��a constante en [a; b]. En ese casof 0(c) = 0 8 c 2 (a; b).

Supongamos ahora que uno de ellos (por ejemplo el m�aximo) seda en un punto de (a; b), es decir

existe c 2 (a; b) tal que f (c) = M . Entonces f tiene un m�aximo relativo en c y por tanto, por el

teorema IV.11 (condici�on necesaria de extremos relativo)f 0(c) = 0.

En cualquier caso,9 c 2 (a; b) = f 0(c) = 0.

L.Q.Q.D.

Ejemplo IV.14.

>Es aplicable el teorema de Rolle a la funci�onf (x) = jx � 1j en el intervalo [0; 2]?.

La funci�on es continua en [0; 2]. No es aplicable el teorema de Rolle porque la funci�on no es derivable

en el punto x = 1. Observamos que, en este caso, no existec que veri�que la tesis del teorema. Dar

un ejemplo similar a �este pero que elc exista.
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Ejemplo IV.15.

Estudiar si la funci�on f (x) = x � x3 satisface las condiciones del teorema de Rolle en los intervalos

[� 1; 0] y [0; 1]. En caso a�rmativo determinar los valores dec.

f (x) es una funci�on continua en los intervalos [� 1; 0] y [0; 1] y derivable en los intervalos abiertos

(� 1; 0) y (0; 1) por ser una funci�on polin�omica. Adem�as cumple que f (� 1) = f (0) = f (1) = 0. Por

tanto es aplicable el teorema de Rolle.

f 0(x) = 1 � 3x2 por lo que

f 0(c) = 0 , c = �

p
3

3

c = �

p
3

3
2 (� 1; 0) mientras c =

p
3

3
2 (0; 1)

Teorema IV.16 (Teorema del valor medio o de Lagrange).

Si f continua en [a; b] y derivable en (a; b), entonces existec 2 (a; b) tal que

f 0(c) =
f (b) � f (a)

b� a

La interpretaci�on geom�etrica del teorema de Lagrange nosdice que hay un punto en el que la tangente

es paralela a la secante (observar la Figura 26.

Figura 26: Interpretaci�on gr�a�ca del teorema de Lagrange
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El teorema de Rolle es un caso particular del teorema de Lagrange en el quef (a) = f (b).

Demostraci�on:

Sea

g(x) = f (x) �
�

f (b) � f (a)
b� a

�
(x � a)

g est�a en las hip�otesis del teorema IV.13 (Rolle), ya queg(a) = g(b) = f (a).

Entonces

9 c 2 (a; b) = g0(c) = f 0(c) �
f (b) � f (a)

b� a
= 0

O sea

f 0(c) =
f (b) � f (a)

b� a

L.Q.Q.D.

Ejemplo IV.17.

>Se puede aplicar el teorema de Lagrange af (x) = x3 en [� 1; 2]?.

f (x) es continua en [� 1; 2] y derivable en (� 1; 2) por tanto se puede aplicar el teorema del valor medio:

8 � (� 1)
2 � (� 1)

= f 0(c) , 3 = 3c2

Por lo tanto c = 1 2 (� 1; 2).

2.2. Derivada y crecimiento

Un corolario �util del teorema IV.16 (Lagrange) es que el signo de la derivada en un intervalo determina

el crecimiento de la funci�on.

Proposici�on IV.18 (Derivada y crecimiento).

Si f es derivable en un intervalo (a; b), f 0(x) > 0 en (a; b), entonces f es estrictamente creciente en

(a; b), es decirx < x 0 ) f (x) < f (x0).

Demostraci�on:

Seax; x 0 2 (a; b), x < x 0. Si fuesef (x) � f (x0), se deduce quef (x0)� f (x)
x0� x � 0 y por el teorema IV.16

(Lagrange), 9 c 2 (x; x 0) = f 0(c) � 0, lo cual es absurdo por hip�otesis.

L.Q.Q.D.
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En forma an�aloga, si f 0(x) < 0 en (a; b), f es estrictamente decreciente en (a; b).

Observaci�on IV.19.

De lo anterior surge que estudiando el signo def 0(x) se puede bosquejar el crecimiento de la funci�on

f (x).

Para una representaci�on gr�a�ca m�as completa de una funci�on, es usual estudiar la concavidad, que nos

indica si la pendiente de la curva est�a creciendo o decreciendo con x (concavidad positiva o negativa,

ver �guras).

Como la pendiente esf 0(x), su crecimiento est�a dado por el signo de la derivada def 0(x), si �esta existe.

A la derivada de f 0(x) se le llama derivada segunda def , y se denotaf 00(x) o tambi�en d2 f
dx2 .

No entraremos aqu�� en m�as detalles (as��ntotas, etc) del estudio anal��tico y representaci�on gr�a�ca de

funciones, que es un tema usual en los cursos de secundaria.

Teorema IV.20 (Teorema de Cauchy).

Si f y g son continuas en [a; b] y derivables en (a; b), entonces9 c 2 (a; b) tal que

f 0(c) [g(b) � g(a)] = g0(c) [f (b) � f (a)]

La interpretaci�on geom�etrica del teorema de Cauchy nos dice que existen dos puntos (c; f (c)) y ( c; g(c))

de los gr�a�cos de las funcionesf (x) y g(x) respectivamente, tales que la pendiente de la tangente al

gr�a�co de f (x) en el primer punto es k veces la pendiente de la tangente al gr�a�co deg(x) en el se-

gundo punto y el valor dek se relaciona con los incrementos de las funciones como lo indica el teorema.

Al teorema de Cauchy tambi�en se le suele denominar teorema del valor medio generalizado.

Demostraci�on:

Seah(x) = f (x)[g(b) � g(a)] � g(x)[f (b) � f (a)]. Entonces h(a) = h(b) = f (a)g(b) � g(a)f (b).

Por el teorema IV.13 (Rolle), 9 c 2 (a; b) tal que h0(c) = 0.

Calculando h0(c) se tiene la tesis.

L.Q.Q.D.

Observaci�on IV.21.

El teorema IV.16 (Lagrange) queda como un caso particular deeste teorema, parag(x) = x.
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Teorema IV.22 (Regla de L' Hopital) .

Si f y g son continuas enE(a; � ) con f (a) = g(a) = 0 y derivables en E � (a; � ) con g0(x) 6= 0 en

E � (a; � ), entonces

lim
x! a

f 0(x)
g0(x)

= � ) lim
x! a

f (x)
g(x)

= �

Demostraci�on:

Seax > a . Aplicando el teorema IV.20 (Cauchy) a f y g en [a; x], tenemos para alg�un c 2 (a; x)

f 0(c)
g0(c)

=
f (x) � f (a)
g(x) � g(a)

=
f (x)
g(x)

Si x ! a+ , c ! a+ y por tanto

lim
x! a+

f 0(c)
g0(c)

= �

Entonces

lim
x! a+

f (x)
g(x)

= �

Procediendo igual parax ! a� se completa la tesis.

L.Q.Q.D.

Ejemplo IV.23.

Buscamoslim
x! 0

ex � 1� x
x2 . Utilizando la regla de L'Hopital dos veces se tiene

lim
x! 0

ex � 1 � x
x2 = lim

x! 0

ex � 1
2x

= lim
x! 0

ex

2
=

1
2
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(V) FUNCI �ON INVERSA

1. De�nici�on y primeras propiedades

Si f : D (� IR ) ! R es una funci�on inyectiva (f (x) 6= f (x0) para x 6= x0), y D 0 = f (D ) es su recorrido,

puede de�nirse una funci�on inversa f � 1 : D 0 ! D tal que

f � 1(y) = x , f (x) = y

en otras palabras

f � 1 � f = idD y f � f � 1 = idD 0

donde idH es la funci�on identidad en H , idH (u) = u 8 u 2 H .

Un caso particular en que la inyectividad est�a asegurada esel de una funci�on estrictamente mon�otona

(creciente o decreciente).

Una pregunta que es natural es la siguiente: sif es continua o derivable, >lo ser�a tambi�en f � 1?.

Los siguientes teoremas dan resultados sobre este punto.

2. Funci�on inversa y continuidad

Teorema V.1 (Funci�on inversa y continuidad) .

Si f : I ! J es continua y estrictamente mon�otona en el intervaloI , entonces el recorrido def es un

intervalo J y f � 1 : J ! I es continua y estrictamente mon�otona.

Demostraci�on:

J = f (I ) es un intervalo por el corolario III.20 (teorema del valor intermedio) (si f es continua y toma

dos valores, toma todos los intermedios.

La monoton��a es tambi�en sencilla. Sea por ejemplof estrictamente creciente y consideremosy0; y 2 J ,

y0 < y .

Si fuesef � 1(y) � f � 1(y0), tendr��amos, por la monoton��a de f , que f
�
f � 1(y)

�
� f

�
f � 1(y0)

�
o sea

y � y0 lo que es absurdo. Por lo tantof � 1(y) < f � 1(y0), o seaf � 1 es estrictamente creciente.
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Veamos la continuidad. Seay0 2 J y estudiemos lim
y! y0

f � 1(y).

Como para y < y 0 se tienef � 1(y) < f � 1(y0) y adem�as f � 1(y) crece cony se deduce f�acilmente que

existe lim
y! y �

0

f � 1(y) = L y adem�as L � f � 1(y0).

Si fueseL < f � 1(y0) ) f � 1(y) � L � f � 1(y0) 8 y < y 0.

Aplicando f , se deduce quey � f (L ) < y 0 8 y < y 0 absurdo. Entonces

lim
y! y �

0

f � 1(y) = f � 1(y0)

An�alogamente, lim
y! y+

0

f � 1(y) = f � 1(y0), concluy�endose la demostraci�on.

L.Q.Q.D.

3. Funci�on inversa y derivabilidad

Teorema V.2 (Funci�on inversa y derivabilidad) .

Si f es derivable enI = ( a; b), f 0(x) > 0 en I , J = f (I ), entoncesf � 1 es derivable enJ y

�
f � 1� 0

(y) =
1

f 0(f � 1(y))

o, lo que es lo mismo,

�
f � 1� 0

(y) =
1

f 0(x)
donde x = f � 1(y) o sea y = f (x)

Demostraci�on:

Por la proposici�on IV.18, f es estrictamente creciente y por lo tantoJ es un intervalo abierto.

Por el teorema V.1, existef � 1 y es continua.

Seanx = f � 1(y) y x0 = f � 1(y0), entonces

f � 1(y) � f � 1(y0)
y � y0

=
x � x0

f (x) � f (x0)
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Por la continuidad de f � 1, cuando y ! y0 se tienex ! x0 y el segundo miembro tiene l��mite 1
f 0(x0 ) ,

por lo tanto f � 1 es derivable eny0 y

�
f � 1� 0

(y0) =
1

f 0(x0)
=

1
f 0(f � 1(y0))

L.Q.Q.D.

Observaci�on V.3.

La expresi�on
�
f � 1

� 0(y) = 1
f 0(f � 1 (y)) permite deducir que sif tiene derivadas de mayor orden (segundas,

terceras, etc.), tambi�en las tiene f � 1 y pueden obtenerse derivando la f�ormula anterior por la regla de

la cadena.

Ejemplo V.4.

f (x) = sen(x), con x 2
�
� �

2 ; �
2

�

f � 1(y) = arcsen(y) para y 2 (� 1; 1)

x = arcsen(y) , y = sen(x)

Podemos calcular la derivada de la funci�onarcsen de�nida anteriormente

(arcsen)0(y) =
1

(sen)0(x)
=

1
cos(x)

siendo x = arcsen(y) o sea y = sen(x)

En el intervalo de�nido, si y = sen(x), cos(x) =
p

1 � y2 y por lo tanto

(arcsen)0(y) =
1

p
1 � y2

Material de Conocimientos Previos, Funciones Reales Hoja 4 1 de 48



(VI) DERIVADA SEGUNDA Y SUPERIORES

1. De�nici�on y propiedades

As�� como se de�ni�o la derivada y obtenemos, si la funci�on f (x) es derivable en todo su dominio, un

nueva funci�on la funci�on derivada f 0(x), podemos de�nir las derivadas sucesivas de una funci�on.

La derivada segunda def (x) es, si existe, la funci�on derivada def 0(x) y la notamos f 00(x).

As�� sucesivamente tendremosf 00(x) (derivada segunda), f 000(x) (derivada tercera), f iv (x) (derivada

cuarta), ... , f n(x) (derivada n-�esima).

Propiedades VI.1.

Geom�etricamente, la derivada segunda nos da la concavidaddel gr�a�co de la funci�on, decimos que,

cuando f 00(x) > 0 se tiene concavidad positiva (\El gr�a�co est�a hacia arri ba" o \El gr�a�co sonr��e"),

mientras que, cuandof 00(x) < 0 se tiene concavidad negativa (\El gr�a�co est�a hacia abajo" o \El

gr�a�co est�a triste").

Dado que el signo def 0(x) nos da el crecimiento o decrecimiento def (x), el signo de f 00(x0) nos

permite saber si en el puntox0, que veri�ca f 0(x0) = 0, la funci�on presenta un m��nimo relativo o

m�aximo relativo (omitimos las condiciones de regularidad):

Si f 00(x0) > 0, la funci�on presenta un m��nimo relativo.

Si f 00(x0) < 0, la funci�on presenta un m�aximo relativo.
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(VII) EJERCICIOS DE ESTA TERCER PARTE

Ejercicio VII.1.

1. Dada una funci�on f : IR ! IR , c; � 2 IR , se de�nen las siguientes funciones:

f 1(x) = f (x) + c f 2(x) = f (x + � ) f 3(x) = jf (x)j

Bosquejar f (x), f 1(x), f 2(x) y f 3(x) para las siguientes funciones

(a) f (x) = 1 (b) f (x) = x2 (c) f (x) = x3 (d) f (x) = ex (e) f (x) = e� x

Mostrar c�omo se pasa geom�etricamente del gr�a�co de f (x) a cada uno de los otros.

2. Deducir de la parte anterior c�omo es la gr�a�ca de f (x) = x2 + �x + � con �; � 2 IR .

3. Gra�car f (x) = cos(x) y g(x) = sen(x) y deducir de la primer parte que g(x) = f
�
x � �

2

�

8 x 2 IR .

Ejercicio VII.2.

Si f (x) es una f�ormula o expresi�on anal��tica en una variable x, llamaremosdominio natural de de�ni-

ci�on de f al m�aximo dominio dentro de los reales donde la expresi�onf (x) est�e bien de�nida con valores

reales. Si no se indica lo contrario se estar�a trabajando con su dominio natural.

Bosquejar f (x), en su dominio natural, para las siguientes funciones

(a) f (x) =
p

x (b) f (x) = log(x) (c) f (x) =
p

jxj (d) f (x) =
1
x

Ejercicio VII.3.

Seaf : IR ! IR tal que f (x) = x2 � 4 (sen(� )) x � 2 (sen(� )) + 2, con � 2 [0; 2� ).

1. Gra�car f (x) discutiendo seg�un � .

2. Indicar el dominio natural de
p

f (x).

Ejercicio VII.4.

Determinar f � g y g� f e indicar sus respectivos dominios, para las siguientes funcionesf y g de�nidas

en sus dominios naturales.

(a) f (x) = x2 g(x) =
x
2

(b) f (x) =
p

x g(x) = 4 � x2
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Ejercicio VII.5 (Funciones pares e impares).

Seaf : D (� IR ) ! IR una funci�on, donde D veri�ca x 2 D , � x 2 D (o seaD es sim�etrico respecto

del origen).

Decimos quef espar sii f (x) = f (� x) 8 x 2 D .

Decimos quef es impar sii f (x) = � f (� x) 8 x 2 D .

1. >Qu�e particularidad tienen los gr�a�cos de funciones pares e impares?.

2. Seag : D ! IR una funci�on cualquiera. Mostrar que:

a) g(x)+ g(� x)
2 es una funci�on par.

b) g(x)� g(� x)
2 es una funci�on impar.

c) g se puede escribir como suma de una funci�on par y una funci�onimpar.

Ejercicio VII.6.

Se considera la funci�on real,f : IR �! IR representada por la gr�a�ca:

1. >f es inyectiva?, >f es sobreyectiva?.

2. >En cu�ales intervalos f es creciente y en cu�ales decreciente?.

3. >f es par?, >f es impar?.

4. >En qu�e intervalos f es invertible?.

Ejercicio VII.7 (Funciones sinusoidales).

Se llama funci�on sinusoidal a una funci�on f (x) = Acos(!x + � ), donde A > 0 es laamplitud, � el

�angulo de fasey ! la pulsaci�on o frecuencia angular (se llama frecuencia a f = !
2� ).
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1. Hallar el per��odo de una funci�on sinusoidal (el per��odo es el menor real positivoT tal que

f (x + T) = f (x)).

2. Probar que se puede escribirf (x) = acos(!x ) + bsen(!x ) y expresar a y b en funci�on de A y � .

Ejercicio VII.8.

Gra�car la funci�on f : IR ! IR tal que

f (x) =

(
x si x � 0

x2 si x > 0

Comprobar que f es biyectiva. Hallar f � 1 y gra�carla.

Ejercicio VII.9.

Gra�car la funci�on f : IR ! IR tal que

f (x) =

(
1
x si x > 0

x si x � 0

Comprobar que f es biyectiva. Hallar f � 1 y gra�carla.

Ejercicio VII.10.

>Qu�e relaci�on hay entre la monoton��a y la invertibilidad de una funci�on de�nida en todo IR ?. Utilice

los ejercicios VII.8 y VII.9 para rea�rmar su respesta.

Ejercicio VII.11.

Gra�car cada una de las funciones de�nidas enIR n f 0g y determinar si es posible asignar un valor

f (0) de modo que resulten continuas enIR .

(a) f (x) = xsen
�

1
x

�
(b) f (x) =

sen(x)
x

(c) f (x) = sen
�

1
x

�
(d) f (x) =

ex � e� x

x

Ejercicio VII.12.

Hallar a; b2 IR tales que la siguiente funci�on sea continua.

f (x) =

8
><

>:

sen(�x ) si x < 1

ax + b si 1 � x � 2

x2 si x > 2
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Ejercicio VII.13.

Utilizar el teorema del valor intermedio o teorema de Bolzano para probar que:

1. la ecuaci�on sen(x) � x + 1 = 0 tiene alguna soluci�on.

2. si f : [0; 1] ! [0; 1] es continua, entonces existec 2 [0; 1] tal que f (c) = c.

3. cualquier polinomio de grado impar tiene al menos una ra��z real.

Ejercicio VII.14.

Demostrar que una funci�on f : I ! Rec(f ), continua es invertible si y solo si es mon�otona estricta.

Sugerencia: hay que probar que si es mon�otona estricta, es invertible,y tambi�en que si no es mon�otona

estricta, no es invertible. Para probar esta �ultima a�rmac i�on, por hip�otesis existen tres puntos en el

dominio, x1 < x 2 < x 3 tales que si se ordenan sus im�agenes con la relaci�on \menorque", resulta que la

imagen por f de exactamente uno de los puntosx1 o x3 queda ubicado entre las im�agenes de los otros

dos puntos. Aplicar el teorema del valor intermedio a estos dos puntos y la funci�on f para concluir

que f no es inyectiva, y por lo tanto, no es invertible.)

Ejercicio VII.15.

Considerar la gr�a�ca de la funci�on dada por f (x) = x2+ ax+ b, dondea y bson constantes. Determinar

los valores dea y b de manera que la rectay = 2x sea tangente a esta gr�a�ca en el punto (2; 4).

Ejercicio VII.16.

Seaf : IR ! IR , derivable con f (1) = 1 y f 0(1) = 2.

1. Probar que g : IR ! IR tal que g(x) = f (x)Arctg (f (x)) es derivable enx = 1 y calcular g0(1).

2. Probar que h : IR ! IR tal que h(x) = f (f (f (f (f (x))))) es derivable en x = 1 y calcular h0(1).

Ejercicio VII.17.

Seaf : IR �! IR , tal que f (x) = x3

3 + x2

2 � 6x + 4.

1. Hallar el intervalo de longitud m�axima, que contenga al 0 en el que se puede de�nir la inversa

de f (seag esta inversa).

2. Gra�car g y hallar g0(4).

Ejercicio VII.18.

Seaf : IR ! IR tal que f (x) = e2x .

1. Veri�car que f (x) est�a en las hip�otesis del teorema de Lagrange (teorema del valor medio) en el

intervalo [0; 1].
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2. Representar gr�a�camente mostrando el resultado del teorema. Mostrar que el punto intermedio

que resulta de dicho teorema es �unico y hallar su valor.

Ejercicio VII.19.

Utilizando la expresi�on de suma de arcos parasen(a + b) como �unica f�ormula trigonom�etrica probar

que:

cos(x) + cos
�

x +
2�
3

�
+ cos

�
x +

4�
3

�
= 0

Sugerencia: Consideref (x) = cos(x) + cos
�
x + 2�

3

�
+ cos

�
x + 4�

3

�
y calcule su derivada.

Ejercicio VII.20.

Demuestre que la ecuaci�on c�ubica x3 � 3x + b = 0 no puede tener m�as de una ra��z en el intervalo

[� 1; 1], cualquiera sea el valor deb.

Ejercicio VII.21.

Seah una funci�on tal que h(1) = 3, h0(1) = 1 =2, h00(1) = 4. Si k(x) = x3h(x), calcular k0(1) y k00(1).

Ejercicio VII.22.

Seanf; g : IR ! IR funciones con derivadas segundas continuas.

Hallar una expresi�on para la derivada segunda deg � f , en funci�on de las derivadas def y g.

Ejercicio VII.23.

Dado k > 0, con k 6= 1, mostrar que la funci�on f : (0; + 1 ) ! IR tal que f (x) = xk � kx posee un

extremo relativo en x = 1, trat�andose de un m�aximo si 0 < k < 1, y de un m��nimo si k > 1. Gra�car

la funci�on para k = 2 y k = 3.

Ejercicio VII.24.

Seaf : IR ! IR derivable en todo IR que cumple:

f 0(x) = 0 , x 2 f� 1; 0; 1; 2; 4g.

f (� 1) = 7, f (0) = f (8) = 3, f (1) = 6, f (2) = 4 y f (4) = 5.

Probar que existen y hallar los extremos absolutos def en [0; 8].

Ejercicio VII.25.

Estudiar la existencia de extremos absolutos def en I y hallarlos en caso a�rmativo;

f (x) = sen(log(x))
x , I = [ e� � ; 1].

f (x) = sen(log(x))
x , I = ( e� � ; 1).
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f (x) = sen(log(x))
x , I = [ e� � ; 1).

f (x) = sen(log(x))
x , I = ( e� � ; 1].

Ejercicio VII.26.

Probar o refutar que si f es continua enIR y tiene l��mites en �1 �nitos, entonces tiene m�aximo y

m��nimo en IR .

Ejercicio VII.27.

Seaf : IR �! IR , tal que f (x) = xex .

Analizar si f tiene m�aximo y m��nimo absoluto en IR . En caso a�rmativo hallarlos.

Ejercicio VII.28.

Hallar el rect�angulo de mayor �area que puede inscribirse en un semic��rculo, teniendo la base inferior

en el di�ametro.

Ejercicio VII.29.

Un trozo de madera de 1,2 m. de largo tiene forma de un tronco decono circular de di�ametros 40

cm. y (40 + h) cm. en sus bases, dondeh � 0 es conocido. Determinar, en funci�on deh, el volumen

del mayor cilindro circular recto que se puede cortar de estetrozo de madera, de manera que su eje

coincida con el del tronco de cono.

Ejercicio VII.30.

Se desea ingresar una escalera de 125 dm de alto a una torre de 27 dm de profundidad y 125 dm de

altura (no se consideran los anchos, ver �gura).

>Cu�al es la m��nima altura de la puerta ( h) que lo hace posible?.
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